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Mở đầu

1 Lý do chọn đề tài

Trong chương trình của bậc đại học, bước đầu chúng ta đã được làm

quen với môn phương trình đạo hàm riêng. Trong đó, ta đã biết được các vấn

đề cơ bản liên quan đến phương trình Laplace, phương trình truyền sóng,

phương trình truyền nhiệt. Đó là các phương trình đơn giản lần lượt đại diện

cho ba lớp phương trình đạo hàm riêng là phương trình elliptic, hypebolic

và parabolic. Khi học ta thấy rằng, điều kiện tồn tại nghiệm theo nghĩ thông

thường đòi hỏi khá nhiều yếu tố khắt khe như tính trơn của phương trình,

điều này gây khó khăn khi xét các bài toán đối với phương trình trên những

miền bất kỳ hoặc đối với những bài toán của các phương trình tổng quát hơn.

Để khắc phục điều này, thay vì đi tìm nghiệm cổ điển, người ta đi tìm nghiệm

suy rộng, tức là nghiệm có độ khả vi không cao. Sau đó nhờ các công cụ của

giải thích hàm, người ta nghiên cứu sự tồn tại, tính duy nhất và độ trơn của

nghiệm suy rộng. Chính vì vậy, phương trình đạo hàm riêng còn là vấn đề

rất mới mẻ và bí ẩn kích thích sự yêu thích của những sinh viên yêu thích

nó. Nhằm góp phần giúp những bạn sinh viên và những độc giả yêu môn

phương trình đạo hàm riêng nói chung và bản thân tác giả nói riêng hiểu sâu

hơn về môn học này và tiếp tục tìm hiểu khám phá, tôi mạnh dạn nghiên cứu

đề tài: “Bài toán biên giá trị ban đầu của phương trình parabolic cấp hai”.
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2 Đối tượng - Phương pháp - Phạm vi nghiên cứu

2.1 Đối tượng nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu là bài toán biên-giá trị ban đầu thứ nhất đối với

phương trình parabolic cấp hai

2.2 Phương pháp nghiên cứu

Phương pháp nghiên cứu chủ yếu là sưu tầm tài liệu, đọc hiểu tài liệu

trên cơ sở đó phân tích, tổng hợp, diễn giải, làm rõ và trình bày một hệ thống

để giải quyết các vấn đề đặt ra của luận văn.

2.3 Phạm vi nghiên cứu

Phạm vi nghiên cứu của luận văn là phương trình parabolic tuyến tính

cấp hai.

3 Mục đích - nhiệm vụ và những đóng góp của luận văn

3.1 Mục đích nghiên cứu

Mục đích nghiên cứu của luận văn là tìm hiểu sâu hơn về môn phương

trình đạo hàm riêng, cụ thể là phương trình parabolic cấp hai. Đóng góp

thêm một tài liệu tham khảo cho giảng viên, sinh viên và tất cả những ai

quan tâm đến môn phương trình đạo hàm riêng.

3.2 Nhiệm vụ của luận văn

Với mục đích đặt ra, nhiệm vụ nghiên cứu của luận văn là nghiên cứu về

bài toán biên-giá trị ban đầu đối với phương trình parabolic cấp hai. Luận

văn gồm hai chương:
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• Chương 1. Một số kiến thức liên quan mô tả một số không gian Sobolev

thích hợp đối với nghiệm của phương trình parabolic.

• Chương 2. Bài toán biên-giá trị ban đầu của phương trình parabolic

trình bày khái niệm phương trình parabolic nói chung và phương trình

truyền nhiệt nói riêng, phát biểu bài toán biên-giá trị ban đầu thứ nhất,

đưa vào xét nghiệm suy rộng của bài toán biên-giá trị ban đầu thứ nhất

đối với phương trình truyền nhiệt. Ngoài ra chương hai trình bày các

định lý về sự tồn tại và duy nhất của nghiệm suy rộng bài toán biên-giá

trị ban đầu thứ nhất đối với phương trình parabolic tổng quát dạng bảo

toàn, nghiệm suy rộng của bài toán biên-giá trị ban đầu thứ hai và thứ

ba.

Tài liệu tham khảo chính của luận văn là tài liệu [1], trong đó trình bày các

loại nghiệm suy rộng của phương trình parabolic. Khi các nghiệm suy rộng

là các hàm trơn thì chúng là nghiệm cổ điển của các phương trình này mà

được nghiên cứu trong [2].

3.3 Những đóng góp của luận văn

Đóng góp nổi bật của luận văn là cung cấp được các khái niệm và kết quả

chuyên sâu về nghiệm suy rộng của phương trình parabolic cấp hai dạng bảo

toàn. Đó là các khái niệm mới như: định nghĩa đạo hàm riêng suy rộng, các

không gian Sobolev. Đặc biệt nó giúp ta có một phương pháp mới đi nghiên

cứu bài toán biên-giá trị ban đầu đối với phương trình parabolic cấp hai.
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Chương 1

Một số kiến thức liên quan

Các kiến thức cơ sở trong chương này đều được lấy từ tài liệu [1].

1.1 Không gian Sobolev

1.1.1 Không gian L2(Ω)

Giả sử Ω là miền bị chặn trong Rn, x = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ Ω với tích vô

hướng

( f (x),g(x))L2(Ω) =
∫

Ω

f (x)g(x)dx.

và chuẩn tương ứng

‖ f‖L2(Ω) =

[∫
Ω

| f (x)|2dx
]1/2

.

1.1.2 Không gian W m
2 (Ω)

Giả sử m là các số tự nhiên ta kí hiệu W m
2 (Ω) là không gian Sobolev gồm

tất cả các hàm u(x) ∈ L2(Ω), sao cho tất cả các đạo hàm suy rộng theo x đến

cấp m thuộc L2(Ω). Không gian W m
2 (Ω) là không gian Banach với chuẩn sau

‖u‖2
W m

2 (Ω) = ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|2dx (1.1)

trong đó

α = (α1,α2, . . . ,αn) ∈ Nn là đa chỉ số;
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D = (D1,D2, . . . ,Dn), Dα = Dα
1 Dα

2 . . .Dα
n , D j =

∂

∂x j
.

Không khó khăn khi có thể kiểm tra W m
2 (Ω) là một không gian Hilbert với

tích vô hướng

(u,v)W m
2 (Ω) = ∑

|α|≤m

∫
Ω

DαuDαvdx.

1.1.3 Không gian W m,`(QT )

Giả sử Ω là một miền bị chặn trong Rn với biên ∂Ω và T = const > 0.

Kí hiệu

QT = Ω× (0,T ) = {(x, t) : x ∈Ω, t ∈ (0;T )}

và được gọi là miền trụ đáy Ω.

Giả sử m, ` là các số tự nhiên ta kí hiệu W m,`(QT ) là không gian Sobolev

gồm tất cả các hàm u(x, t) ∈ L2(QT ), sao cho tất cả các đạo hàm suy rộng

theo x đến cấp m và theo t đến cấp ` thuộc L2(QT ). Không gian W m,`(QT )

là không gian Banach với chuẩn

‖u‖2
W m,`(QT )

= ∑
|α|≤m

∫
QT

|Dαu|2dxdt +
`

∑
k=1

∫
QT

∣∣∣∣∂ ku
∂ tk

∣∣∣∣2 dxdt. (1.2)

Trường hợp `= 0 số hạng thứ hai trong vế phải của (1.2) coi như không có.

Không khó khăn khi có thể kiểm tra W m,`
2 (QT ) là một không gian Hilbert

với tích vô hướng

(u,v)W m,`
2 (QT )

= ∑
|α|≤m

∫
QT

DαuDαvdxdt +
`

∑
k=1

∫
QT

∂ ku
∂ tk

∂ kv
∂ tk dxdt.
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1.2 Bất đẳng thức tích phân

Giả sử y(t) là hàm không âm và hoàn toàn liên tục trên [0,T ] và với hầu

hết t trong [0,T ] thỏa mãn bất đẳng thức

dy(t)
dt
≤ c1(t)y(t)+ c2(t), (1.3)

ở đó ci(t) là khả tích không âm trên [0,T ]. Khi đó với mọi t, 0≤ t ≤ T ta có

đánh giá sau đây đối với y(t)

y(t)≤ exp
{∫ t

0
c1(t)dt

}[
y(0)+

∫ t

0
c1(ξ )exp

{
−
∫

ξ

0
c1(t)dt

}
dξ

]
≤ exp

{∫ t

0
c1(t)dt

}[
y(0)+

∫ t

0
c2(t)dt

]
. (1.4)

Thật vậy, nếu ta nhân (1.3) với exp
{
−
∫ t

0 c1(t)dt
}

, ta có thể viết kết quả dưới

dạng

d
dt

[
y(t)exp

{
−
∫ t

0
c1(t)dt

}]
≤ c2(t)exp

{
−
∫ t

0
c1(t)dt

}
. (1.5)

và nếu ta tích phân hai vế của (1.5) từ 0 đến t thì sẽ suy ra (1.4).

Nếu c1(t) = c1 = const > 0 và c2(·) là một hàm số không giảm trên t thì

từ (1.2) và (1.4) ta có các bất đẳng thức sau

y′(t)≤ ec1t
1 [c1y(0)+ c2(t)]

y(t)≤ ec1t
1 y(0)+ c−1

1 c2(t)[ec1t−1]. (1.6)


